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Postovani daci i ljubitelji matematike, ovaj rad predstavlja nastavak rada
objavljenog u prethodnoj svesci Casopisa. KoriS¢enjem navedene literature autori su se
trudili da formuliSu 1 dokazu zanimljive matematicke probleme u kojima se javlja broj
teku¢e godine. Glavna ideja je da se podstakne na razmisljanje i1 prikazu razlicite
mogucnosti reSavanja zadataka.

Zadatak 1. Odrediti poslednju cifru broja 152016 4 902016 4 662016,

Resenje: Poslednje cifre proizvoljnog stepena brojeva 5,01 6 su redom 5,01 6, pa je
poslednja cifra broja 152016 4+ 902016 + 662016 cifra 1.

Zadatak 2. Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) takve da je §+ % + i = %12
Resenje: Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je x < y < z. Tada jei > % > i
Odavde je 3 E NN, %,odnosnox <28

x x y z 2016 2015
Zakljucujemo da x € {1,2,3} i razlikujemo tri slucaja:

2015 1,1 2015 . C ,
1) x=1 —=1+4+-4->1>—, paje ovaj slucaj nemoguc.
2016 y 4 2016




2) x=2 %=1+1+E,odaklejel+3=ﬂ.

2016 z y z 2016
Jasnojedajey > %
Zbog uvedene pretpostavke o poretku broleva imamo da je 2 - = > + > % odakle
se dobija daje > M odnosno y < . Dakle, y € {3,4}.
Zay =3 dObIJamO dajez = %, Sto nije reSenje.
Zay = 4 dobijamo da je z = %, Sto nije reSenje.
3) x=3 %=§+%+§,odakleje%+;— ;ziz JasnOJedaJey>%
Zbog uvedene pretpostavke 0 poretku brojeva imamo da je 2 - ; > - + % odakle
se dobija daje - 2 — odnosno y < —. Dakle, y € {2, 3}.

Zay =2 dobljamo daje z=2 , $to nije resenje.

Zay = 3 dobijamo da je z = 26?, Sto nije reSenje.
Iz prethodnog sledi da ne postoji trojka prirodnih brojeva (x, y, z) takva da je
1 2015

11
-—+-—-+-=—
x y z 2016

Zadatak 3. Data je jednacina 2x? + 12x + 2016 = 0. Ne re$avaju¢i ovu jednacinu,
sastaviti kvadratnu jednainu ¢ija su reSenja y; = x; + xi 1y, =x, + xi, gde su x; i x,
2 1

reSenja polazne jednacine.

Resenje: U reSavanju ovog zadatka koristicemo Vijetove formule:

b 12
Xl+xz=—a=_7 -6
XX == —22=1008,
Odavde je
2 2

TPENt Y2EN +x%+x2 +%: XX 3x;1+x9261x2 + 3%,

(1 + )%, +3)  —6-(1008+3) 6066 674
) e ~ 1008 1008 112

_ _< +3)( +3)_(x1x2+3)(x1x2+3)
q=Y1Y2 = \*1 X X2 X = X X

_ (rx +3)(x x,+3)  1011-1011 1022121 113569
B X1 Xy 1008 1008 112

pa je trazena jednacina y2 + py + q = 0, odnosno 112y2 + 674y + 113569 = 0.
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Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve a, b i c takve da je a® + b3 + ¢ = 2016.
ReSenje: Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da vazia < b < c.

Kako je 133 = 2197 > 2016 = a3 + b3 + ¢3, zaklju¢ujemo da je ¢ < 13.
Odavde je 3¢® = a3 + b3 + ¢ = 2016, odnosno ¢ > 672, paje c > 8.
Zaklju¢ujemo da ¢ € {9,10,11,12}.

Razmotrimo ova Cetiri slucaja:
1) ¢c=9 a® + b3+ 729 = 2016 tj. a® + b3 = 1287

Kako je 113 =1331> 1287 = a3+ b3, zakljuCujemo da je b < 11. Zbog
pretpostavke da je a < b, imamo da je 2b> > a® + b = 1287, odnosno b*> > % pa

je b > 8. Odavde sledi da b € {9,10}.

b=9 a®>+ 729 = 1287tj. a® = 558

b =10 a3+ 1000 = 1287 tj. a® = 287
Kako brojevi 558 i 287 nisu potpuni kubovi, u ovom slu¢aju nema resenja.
2) ¢c=10 a3+ b3 + 1000 = 2016 tj. a® + b3 = 1016
Kako je 113 =1331> 1016 =a®+ b3, zakljutujemo da je b <11. Zbog
pretpostavke da je a < b, imamo da je 2b% > a3 + b3 = 1016, odnosno b3 > 508, pa
je b > 8. Odavde sledi da b € {9,10}.

b=9 a®+ 729 = 1016 tj. a® = 287

b=10 a®+ 1000 = 1287 tj.a® = 16

Kako brojevi 287 i 16 nisu potpuni kubovi, u ovom sluc¢aju nema resenja.
3) c=11 a® + b3 + 1331 = 2016 tj.a® + b3 = 685

Kako je 93 = 729 > 685 = a® + b3, zakljuujemo da je b < 9. Zbog pretpostavke da
je a < b, imamo da je 2b3 > a3 + b3 = 685, odnosno b3 > 6%5 pa je b > 7. Odavde
sledi da je b = 8.

a®+ 512 = 685 tj. a® = 173
Kako 173 nije potpun kub, u ovom slu¢aju nema resenja.
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4) ¢c=12 a®+ b3+ 1728 = 2016 tj. a® + b3 = 288

Kako je 73 = 343 > 288 = a3 + b3, zakljuujemo da je b < 7. Zbog pretpostavke da
je a < b, imamo da je 2b3 > a® + b3 = 288, odnosno b® > 144, paje b > 6.

U ovom slucaju nema prirodnih brojeva koji ispunjavaju uslove slucaja, pa nema
resenja.

Na osnovu svega gore reCenog zZakljucujemo da ovaj zadatak nema resenja.

Zadatak 5. Koliko ima uredenih parova prirodnih brojeva (x, y) za koje je
2016 x =y (x — 16y)?

6y? oy . ..
, zaklju€ujemo da vazi
y-2016
xEN<Sy—2016>0 A y—2016|16y2.

Resenje: Kako je x =

. 16y? 16y2-20162-16+2016%-16 2016216
Sada je —>— = =16(y + 2016) + ,
y—2016 y—2016 y—2016

dax ENe y>2016 A y—2016|20162 - 16. Kako je 20162 - 16 = 214 -3*. 72
svaki pozitivan delilac broja 20162 - 16 je oblika 2¢ - 37 - 7¢, gde je a € {0,1,2, ...,14},
b € {0,1,2,3,4} i c € {0,1,2}. Broj delilaca broja 20162 -16 je 15-5-3 = 225, pa
toliko ima i trazenih uredenih parova.

pa zakljucujemo

Zadatak 6. Ako je x-p!-q!-r!=2016 i ako vazi da su p,qir razli¢iti prirodni
brojevi veci od 1, odredi brojeve p,q,r1i x.

Resenje: Fokusirajmo se, za sada, na odredivanje brojevap,qir.

Kako je 2016 =2°-32-7,7!=1-2-3-4-5-6-7 =5040 > 2016 i 5+ 2016,
svaki ¢inilac u p!,q! ir! mora da bude 1, 2,3 ili 4. Zbog uslova zadatka p < q <r
lako dolazimo do resenja.

4! 1-2-3:-4=1-2-3-(2:2) =1-2-2-2-3=24

31=1-2-3=6

20=1-2=2

Zakljucujemo da su reSenja za p, q, r sve permutacije uredene trojke (2, 3 ,4).

Odavde vidimo da se broj 2 javlja 5 puta i broj 3 javlja 2 puta, Sto odgovara
pomenutom rastavljanju broja 2016. Lako se odreduje da je x = 7.

Zadatak 7. Uporediti razlomke:

1 1 . 1

A=2+ T , B =2+ T 1 C =2+ T
1+—1 1+—1 1+—2
6+3016 5+ 3015 4t 5014



v . 1 . S . .. ,
Resenje: Razlomak x + 5 gde su x iy pozitivni realni brojevi, se poveca ako se x

povecéa ili y smanji i obrnuto, smanji se ako se x smanji ili y poveéa. Analogno

razmatranje razlomaka x + % ix + +1 — dovodi nas do zakljucka da je
y

y T
z 1
Z+d

C >B > A

Zadatak 8. Odrediti vrednost izraza

1 1 1 1 1 1 1 1
\/1+1—2+2—2+\/1+2—2+3—2+\/1+3—2+4—2+"'+\/1+20152+m.

1
(n+1)2

Resenje: Svaki sabirak prethodnog zbira je oblika \/1 +n—12+ i svodenjem na

. v o . . n*+2n3+3n2+2n+1 . . . - . .
zajednicki imenilac postaje \/ EYCTENCIR Sredivanjem simetri¢nog polinoma iz
.. . . M%2+n+1)2 _ n?+n+l _ 1 11
brojioca dobijamo da je /(n_(n+1))2 = D 1+ e 1+~——. Dakle,
vrednostizrazaje: 1 +1—=4+1+2—c4 -+ 1+————— = 2016 — —.
2 2 3 2015 2016 2016

Zadatak 9. Ako je zbir nekih 2016 prirodnih brojeva deljiv sa 6, onda je i zbir njihovih
kubova deljiv sa 6. Dokazati.

ReSenje: Za svaki prirodan broj a vazi da je broj a >~ a = a(a - 1)(a + 1) deljiv sa 6.
Dakle, broj a;® — a; + a,3 — ay+ ...+ az16>- Az016 j€ deljiv sa 6. Dati izraz mozemo
napisati u obliku (a;3 + a3+...+ azp16>) - (a1 + ay+ ... +az016). Kako je zbir
a, + ay+...+a,y¢ deljiv sa 6, onda je i zbir kubova a;3 + a3+ ...+ ay916°> deljiv
brojem 6.

Zadatak 10. Odredi cifre a, b i c tako da broj a2016bc bude najveéi mogucéi, deljiv sa
12 i da sve njegove cifre budu razliCite.

Resenje: Broj je deljiv sa 12 ako i1 samo ako je deljiv i sa 3 i sa 4. Broj je deljiv sa 4
ako mu je dvocifreni zavrsetak deljiv sa 4, odakle zakljuéujemo da je cifra c parna.
Zbog uslova o razlicitosti cifara, jedine mogucénosti za cifru ¢ su 4 i 8. Kako dvocifreni
zavrsetak mora biti deljiv sa 4 i cifre razli¢ite, jedine mogucnosti za b su takode cifre 4
i 8. Dakle, poslednje dve cifre, odnosno b i c su, redom, brojevi 8 i 4. Da bi broj bio
deljivsa 3, zbircifaraa+2+ 0+ 1+ 6 + 8 + 4 = a + 21 mora biti deljiv sa 3.

Kako bi i ovaj uslov vazio, jedine preostale moguénosti za cifru a su 319, odakle,
zbog uslova da trazeni broj bude najveéi moguci, dobijamo broj 9201684.

U naredna dva zadatka koristi¢emo Dirihleov princip:

Ako n elemenata rasporedimo u k klasa, k,n € N i vazida je n:k = q(r),r,q € N,
0 < r < k, onda postoji bar jedna klasa koja sadrzi q + 1 element.
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Zadatak 11. Na jednom fakultetu ima 2016 studenata. Dokazati da postoje bar 3
studenta koji imaju iste inicijale.

Resenje: Kako azbuka ima 30 slova, a za inicijale svake osobe uzimamo prvo slovo
imena i prvo slovo prezimena, postoji 30 - 30 = 900 razli¢itih inicijala. Po Dirihleovom
principu i ¢injenici da je 900 - 2 + 216 = 2016, zakljucujemo da postoje bar 3 studenta
sa istim inicijalima.

Zadatak 12. Dokazati da u grupi od 2016 osoba rodenih u mesecima koji imaju po 31
dan postoji bar 10 osoba koje su rodene istog dana.

ReSenje: Ako rasporedimo osobe u grupe po danu rodenja, imacemo 217 grupa.

Darihleov princip kaze da svaka grupa sadrzi bar mT_l + 1 (m,n € N) osoba koje su

2016-1
217

rodene istog dana, odnosno u nasem slucaju, +1>9+1=10. Dakle, postoji

bar 10 osoba koje su rodene istog dana.

Zadatak 13. Izradunati vrednost izraza:

Resenje:

(1 n=4k

i, n=4k+1

Kakoje i" =< —1, n =4k + 2

i n=4k+3, keN,

razvrstacemo sabirke u Cetiri skupa:

=i® =i =... = {2016 = 1 (504 ¢lana)
i°=1i%=i% =... = {2013 = { (503 ¢lana)
] =% =.. =204 = _1 (503 ¢lana)
i7 =i =% =... = 2015 = —{ (503 ¢lana)

B~ W N =
~
o)}
I
~
=
o
I
=
S

Vrednost izraza jednaka je 504 -1+ 503 -i + 503 - (—1) + 503 - (—i) = 1.

Zadatak 14. Izra¢unaja —b + c—1akoje f(x + 1) = x* + 2016 x i
flx+2)+ f(x+3) = ax? + bx + c.

Resenje: 1z uslova f(x + 1) = x? + 2016x dobijamo da je f(x) = x? + 2014x —
2015. Kako je f(x+2) =x2+2018x + 2017 i f(x + 3) = x2 + 2020x + 4036,
dobijamo da je f(x + 2) + f(x + 3) = 2x? 4+ 4038x + 6053, odnosno
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a=2, b=4038ic =6053,0daklejea—b+c—1=2016.
Zadatak 15. Resiti jednacinu x® + y2016 = 72x* — 1296 u skupu realnih brojeva.
Resenje: Elementarnim transformacijama jednacina se svodi na

y2016 = —(x8 — 72x* + 1296), odnosno y2°16 = —(x* — 36)2. Kako je leva strana
jednakosti ve¢a od nule ili jednaka nuli, a desna manja od nule ili jednaka nuli,
jednakost ¢e vaziti ako i samo ako je y2°1® = 0 i (x* — 36)% = 0, odakle dobijamo da

je skup reSenja R = {(\/8, 0), (—\/6, O), (i\/a O), (—i\/g, O)}

U narednom zadatku ¢emo Koristiti posledicu de Polignakove teoreme:
Ako je n prirodan broj a p prost broj, onda je najvisi stepen broja p Koji deli broj n!

odreden formulom
B+ B+ e -
e=|— — — = —| .
pl  Ip2l " 1p? < lp/

Zadatak 16. Odrediti sa koliko se nula zavrsava broj 2016! - 6073!.
v e . . . . . v n n n
ReSenje: AKko je n prirodan broj, broj n! zavrsava se sa [E] + [5—2] + [;] + ... nula, gde

je sa [lk] ,k € N, oznagen ceo deo koli¢nika . Kako je
5 5
5! = 5,52 = 25,53 = 125,5* = 625,5° = 3125,

to sledi da se broj 2016! zavrsava sa [20516] + [22;6] + [2102156] + [2602156] = 502 nule. 1z

istog razloga, broj 6073! zavriava se sa [60573] + [6223] + [6102753] + [6602753] + [‘;’Zi] =

1514 nula. Odatle sledi da se proizvod brojeva 2016! i 6073! zavrsava sa 502 +
1514 = 2016 nula.

Zadatak 17. Car Hijeron je imao 2016 zlatnika. Medu njima se nalazi jedan lazni
zlatnik koji je laksi od ostalih zlatnika. Car je zadao zadatak Arhimedu da u najkra¢em
mogucem roku tacno odredi koji je zlatnik lazni. Na raspolaganju mu je dao dve terazije
koje samo odreduju koji je tas tezi, odnosno laksi, ali, terazije su veoma osetljive pa im
treba pet sekundi da pokazu koji je tas tezi. Na koji nacin 1 za koje vreme ¢e Arhimed sa
sigurnos$¢u da odredi koji je zlatnik laksi?

Napomena: Arhimed moze da meri zlatnike na obe terazije u isto vreme.

Resenje: Kako Arhimed ima na raspolaganju dve terazije, za pet sekundi moze da izvrsi
dva merenja. Podelicemo broj zlatnika na pet delova, ali kako broj 2016 nije deljiv sa 5,
jedan zlatnik visak i¢i ¢e sa strane sa petom petinom.

Dakle, na svakom tasu ima po 403 zlatnika i 404 zlatnika sa strane. Ako na nekom tasu
budu 403 zlatnika laksa od ostalih dodacemo 2 zlatnika od ostalih da bismo mogli da ih
podelimo ponovo na 5 delova. U slucaju da su 404 zlatnika lakSa doda¢emo 1 zlatnik.
Merenje tece ovako:
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R. br. Broj zlatnika Broj zlatnika Broj zlatnikana | Broj zlatnika na Broj Ukupan broj
merenja | naprvomtasu | nadrugom prvom tasu drugom tasu zlatnika sa | zlatnika
prvih terazija | tasu prvih drugih terazija drugih terazija strane kori§¢en pri
terazija merenju
1. 403 403 403 403 404 2016
2. 81 81 81 81 81 405
3. 17 17 17 17 17 85
4, 4 4 4 4 4 20
5. 1 1 1 1 1(0)* 5 (4)

*Kako ostaju samo 4 zlatnika, nije potrebno da se dodaje jo$ jedan zlatnik, dovoljno je
da se stavi po jedan zlatnik na terazije.
Arhimedu je potrebno najmanje 25 sekundi da odredi koji je zlatnik laksi.

Zadatak 18. Dokazati slede¢u jednakost:

1+ cos40°
2c0s220°

(\/(\/2016 ~2016)" — J(V2015 — 2015)2> + (V2016 — v2015) =

Resenje: Koris¢enjem trigonometrijskih funkcija poluuglova desna strana jednakosti je
jednaka 1, pa dobijamo da je

J(m —2016)” + V2016 — J(m —2015)° — V2015 = 1.

Kako je \/(\/2016 —2016)" = |VZ016 — 2016| = 2016 — V2016 |

\/(\/2015 —2015)" = |[v2015 — 2015| = 2015 — V2015, dobijamo da je

2016 — V2016 + V2016 — 2015 + V2015 — V2015 = 1, ¢ime je jednakost
dokazana.

Zadatak 19. Resiti jednacinu:

log o1e ¥ + 10845576 X + 108esg7ex + -+ + 10820165572 x = 2016.

Resenje: KoriS¢enjem osobina stepena sa racionalnim izloziocem i pravila logaritama,
leva strana jednacine je jednaka

log 1x +log 1x + log
2016%

1 1x + -+ log 1 x,0dnosno
20162

1 20166 20162016
2 10g2016 x+4 10g2016 x+6 10g2016 x+ -+ 2016 10g2016 X.

Primenom formule za zbir prvih n parnih prirodnih brojeva, 24+ 44+ 6+ -4+ 2n =
n(n+ 1), n € N, nasa jednacina postaje 1008 - 1009 - log,y.6 x = 2016, odakle se

dobija da je log,16 X = ﬁ odnosno x = ""°3/20162.
Zadatak 20. Ako je « = 2016°, uporediti vrednosti sin a, tgai ctga.

Resenje: Kako je 2016° = 180° - 11 + 36°, koris¢enjem formula za svodenje na |
kvadrant dobijamo da je
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sin2016° = —sin36° tg2016° =1tg36° 1 ctg2016° = ctg 36°.

Zbog Cinjenice da je tg36° < ctg36°, imamo da je
—sin36° < tg36° < ctg 36°, odnosno  sin 2016° < tg2016° < ctg 2016°.

Zadatak 21. Odrediti sva reSenja jednacine
2016* — 2015* = x, (1)
u skupu realnih brojeva.

Resenje: Ovaj zadatak je samo specijalan slucaj sledeéeg problema: Koja su reSenja
jednacine
B* — A* = (B — A)x, 2

po x € R, gde su A i B proizvoljni pozitivni realni brojevi koji pripadaju istom od
intervala (0,1] ili [1, +00)?
Posmatrajmo funkciju

F(A,B) = B* — A* — (B — A)x, (3)
po promenljivama A i B gde je x konstanta, pri ¢emu promenljive A i B pripadaju istom
od intervala (0,1] ili [1,4+0). ReSenja jednaine (2) jesu one konstante x za koje se
funkcija F anulira. Samu funkciju F moguce je prikazati kao razliku

F(A,B) = f(B) = f(A),
pri ¢emu je f(A) = A* — Ax.
Najpre posmatrajmo za koju vrednost konstante x ¢e definisana funkcija F biti nula
funkcija. Takvo x ¢e biti reSenje jednacine (2) za proizvoljne pozitivne realne brojeve A
i B koji pripadaju istom od intervala (0,1] ili [1, +).

Ako bi funkcija F bila konstantna, to bi znacilo da ne zavisi od promenljivih A i B,
odnosno vaziée da je f (4) = f'(B) = 0. Kako je

fi(A) =x(A*" =1,
pomenuti uslovi bice ispunjeni za x = 0 ili x = 1. Direktnom proverom utvrduje se da
je u tim slu¢ajevima F(A4,B) = 0, tj. dasux = 0 i x = 1 jedna od resenja jednacine (2).

Potrazimo ostala reSenja polazne jednadine, sada na intervalima (—oo,0),(0,1) i
(1, 400). Slucajeve kada je A = 1 ili B = 1 razmatraéemo naknadno.

1.1 Ukoliko je x < 01i A,B € (0,1), vazi¢e da je f'(A) <0 (A+# 1), te je
funkcija f(A) strogo opadajuc¢a. Stoga je f(4A) =f(B), tj. F(A,B) = f(B) —
f(A) =0 ako i samo ako je A= B. U tom slucaju, svako x € R jeste reSenje
jednacine (2).

1.2 Ukoliko jex <01 A,B € (1,+) onda je funkcija f(A) strogo rastuca
pa je vrednost funkcije F(A,B) = f(B) — f(A) jednaka 0 ako i samo ako je A = B.
U tom slucaju, svako x € R jeste reSenje jednacine (2).

1.3 Ukoliko je 0<x<1i A B€(0,1) onda je funkcija f(A) strogo

rastuca pa je vrednost funkcije F(A4,B) = f(B) — f(A) jednaka 0 ako i samo ako

je A = B. U tom slucaju, svako x € R jeste reSenje jednacine (2).
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14 Ukoliko je 0 <x <11 A,BE€(1,+x) onda je funkcija f(A) strogo
opadajuca pa je vrednost funkcije F(4,B) = f(B) — f(A) jednaka 0 ako i samo ako
je A = B. U tom slucaju, svako x € R jeste reSenje jednacine (2).

1.5 Ukoliko jex > 11 A4,B € (0,1) onda je funkcija f(A) strogo opadajuca
pa je vrednost funkcije F(A4,B) = f(B) — f(A) jednaka 0 ako i samo ako je A = B.
U tom slucaju, svako x € R jeste resenje jednacine (2).

1.6 Ukoliko jex > 11 A,B € (1,+x) onda je funkcija f(A) strogo rastuca
pa je vrednost funkcije F(4,B) = f(B) — f(A) jednaka 0 ako i samo ako je A = B.
U tom slucaju, svako x € R jeste reSenje jednacine (2).

Ostaje jo§ da proverimo Sta se deSava u slucaju kada je A = 1 ili B = 1. Pretpostavimo
da je B = 1. Tada jednacina (2) dobija oblik

1-A%=(1-A)x, (4)
I jednacina (4) ima svoj funkcionalni oblik
9(4) =1-A"-(1-A)x, ()

po promenljivoj A, gde je x konstanta. Jasno je da su sva reSenja jednacine (4) one
konstante x za koje funkcija g(A) ima vrednost 0. Prvi izvod te funkcije, po A, jednak
je

g'(4) = —x(4*1 - 1).
Jednostavno je primetiti da je u sluaju A = 1, svaki relan broj x reSenje jednacine (4).
Razmotrimo sada sluc¢aj B = 1,x # 0,x # 1. U razmatranje ¢emo ukljuciti vrednost
A =1, ali ¢emo reSenja jednaCine (4) traziti samo za A # 1. Slucaj A =1 vec je
razmotren a potrebno je obratiti paznju na veli¢inu g(1) = 0. U tom slucaju postoje
slede¢i podslucajevi:

2.1. Ukoliko je x <0 i A € (0,1] vazi da je g'(A) > 0 pa je funkcija g
strogo rastuca. Kako je, za svako x i svako A € (0,1), g(A) > g(1) = 0 to sledi da,
u ovom podsluc¢aju, jednacina (4) nema resenja razlicitth od A = 1.

2.2. Ukoliko jex < 01i A € [1,4+x) vazi da je g'(A) < 0 pa je funkcija g
strogo opadaju¢a. Odatle sledi da je g(A) < g(1) =0 pa ni u ovom podslucaju
jednacina (4) nema reSenja u intevalu (1, +00).

2.3. Ukoliko je x € (0,1) i A € (0,1] vazi da je g'(4) < 0, odnosno funkcija
g je strogo opadajuc¢a. To znaci da je g(4) < g(1) =0 pa u ovom podslucaju
jednacina (4) nema reSenja reSenja U intervalu (0,1).

2.4. Ukoliko je x € (0,1) i A € [1,+x) onda je g'(4) > 0 pa je funkcija g
strogo rastuc¢a. Odatle sledi da je g(A4) < g(1) = 0 pa jednacina (4) ni u ovom
podslu¢aju nema resenja u intervalu (1, +o0).

2.5. Ukoliko je x € (1,4x) i A € (0,1] onda je g'(A) > 0, tj. funkcija g je
strogo rastuca, pa je g(A) > g(1) = 0 $to znaci da u ovom podslucaju jednacina (4)
nema resenja razlic¢ita od A = 1.

2.6. Ukoliko je x € (1,4w) i A € [1, +x) vaziée da je g (A) < 0 pa je, kako
je funkcija g strogo opadajuca, g(A) < g(1) = 0 odnosno, ni u ovom slucaju,
jednacina (4) nema reSenja razli¢ita od 1.
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Zakljucci 2.1-2.6. upotpunili su zakljucke 1.1-1.6. i, na taj nacin, dolazi se do slede¢ih
glavnih zakljucaka u vezi sa jedna¢inom (2):

e Ukoliko je A = B onda je svako x € R resenje jednacine (2).

e Ukoliko e A+=Bi A B€e(01]ili A,B€[1,+x)onda sux; =0ix,=1

jedina reSenja jednacine (2).
Naposletku, jednacina (1) ima oblik
2016* — 2015* = x,
ili ekvivalentno
2016* — 2015* = (2016 — 2015)x.

Kako je 2015 # 2016 i kako je 2015 > 11 2016 > 1 to, na osnovu poslednja dva
zakljucka, sledi da su x; = 0i x, = 1 jedina reSenja jednacine (1).

Zadatak 22. Resiti sistem jednacina
X

X
|sin x|V2016 — ey = (Isinxl — ey‘/2016> V2016,

X
sin? x + e¥V504 = 1,

u skupu realnih brojeva.

(6)

Resenje: Zbog deljenja sa y, iz obe jednacine sistema (6) sledi da je y # 0.
Iz druge jednacine, a kako je sin? x € [0,1], sledi da je e»59% € (0,1], odnosno% <0.
U slucaju da je sinx = 0, iz prve jednacine sistema bi, nakon jednostavnog racuna,

1

sledilo da je e§(1 vzow) =+/2016 odakle sledi da je §> 0 Sto je kontradikcija sa

prethodnim zaklju¢kom o neophodnoj negativnosti koli¢nika §

Neka je ureden par (x,, yo) reSenje sistema jednacina (6). Prva od jednacina tog sistema
moze se transformisati u
X \/m x
|sin x|V2016 — (em) =(|sinx| - eWﬁ)\/ZOl& (7)
odakle sledi da je p, = V2016 resenje jednacine
BP — AP = (B — A)p,

pri ¢emu je A = e»V2016 | B = |sinx|. Kako je p, =+v2016 > 1, to na osnovu
prethodnog zadatka sledi da, da bi jednakost BP0 — AP0 = (B — A)p, vazila, mora biti

X0

ispunjeno A, = B,, 0dnosno |sin x,| = eyov2o1e,
Druga jednacina sistema se moze transformisati u

x 2
|sin x|? + (eyv2016> = 1.

Kako je, u ovom slucaju, A =B, gde su A i B promenljive koris¢ene pri resavanju

jednacine (2), to iz prethodne jednacine sledi da je |sinx| = \/2—5 odnosno x,, = (%%)n
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: 8k+1 .. : .. .
i X9, = ( " )”, k € Z. Oba, ovako zadata resenja x, jesu potencijalna reSenja sistema

(6).

- . . 1 . . v .
Kako je sin® xy, = sin®x,, = > 10 je, na osnovu druge jednatine sistema (6),

X0

X0 5 .
eyV2016 = > odakle je yo = — Veor

(6).

Oba resenja x jesu iracionalni brojevi, pa su samim tim, razli¢ita od 0 §to dokazuje da

odgovarajuce y koje ucestvuje u reSenju sistema

su i odgovarajuca resenja y, takode razli¢ita od 0. Odatle sledi da su reSenja sistema (6)

(8k-1)1 (8k+1)T
(8k—-1)m s i (8k+1)m T a kETZ
4 ’ In 2V504 4 ’ In 2V504

Zadatak 23. U skupu realnih brojeva resiti jednacinu

uredeni parovi

sin2016x

2016°5in2015% _ p()15sin2016x — (2016 - 20157sinzolsx) sin 2015x, (8)

pri emu je 2016511 2015% _ (1 5sin2016x o

ResSenje: Na osnovu jednadine (8) sledi da je sin2015x # 0. Odatle sledi da je
ekvivalentni oblik te jednacine

sin 2016x>5in 2015x ( sin2016x

20165in2015x _ (2015sin2015x 2016 — 2015sin2015x> sin 2015x.

Ova jedna¢ina ima oblik jednadine (2) iz reSenja zadatka 21. Kako je 20165m2015% —
sin2016x

201551n2016x = ( to sledi da je 2016 # 2015sinz015x. Na osnovu rezultata prikazanog u
reSenju zadatka 21, u vezi sa jednac¢inom (2), dobija se da je sin 2015x = 1 odakle sledi

da je familija x; = ﬁ + %n,k € Z , jeste safinjena od potencijalnih reSenja
jednacine (8).
Ispitajmo joS da li su svi ¢lanovi familije x;, reSenja jednacine (8), tacnije ispitajmo da li
je zadovoljen dodatni uslov 20165"2015%k — 20155"2016%k » (. Neka neko xy,
zadovoljava jednakost
2016sin2015xk0 _ 20155in2016 Xko = ()

Kako je sin 2015x,,, = 1 to prethodna jednakost postaje

2016 = 201551 2016%k,
Logaritmovanjem poslednje jednakosti za osnovu 2015 dobija se da je

sin 2016xy, = log,o15 2016 > 1,

Sto je kontradikcija, pa su sve veli¢ine x; reSenja jednacine (8).
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